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Técnicas del lugar de Raices (LDR)

4

la  respuesta del régimen  transitorio  depende,
mayoritariamente, de la ubicacion de los polos del lazo
cerrado.

Con el proposito de conocer los polos de la cadena cerrada,
sin calcularlo analiticamente, se presenta una técnica grdfica
que muestre su colocacion en el dominio complejo, a partir de
la informacion de la cadena abierta.

Su importancia actual es el de ajustar el punto de
funcionamiento de estos sistemas mediante la variacion de
algun parametro intrinseco, en general, la ganancia estatica.
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Técnicas del lugar de Raices (LDR)

» La técnica del lugar de raices muestra las infinitas
soluciones del polinomio caracteristico de la cadena
cerrada, | +G(s)H(s), a traves de una representacion grafica
en el dominio complejo, empleando solo la informacion
de los polos y ceros de la cadena abierta.
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Ejemplo (rltool — Matlab)
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>>GH=tf([1 0.5],[1 3 12 -16 0]) e e —
0D& =SB
>>r|tOOI(G H) ) SISO Design for SISO Design Task

Rixo %2 80K

Root Locus Editor for Open Loop 1 (OL1)
T T T

15 .

Amplitude

Imag Axis

I I
8 10 1z 14

Time (zec)

Real-Time Update

LTI igweer

-15

Loop gain changed to 35.3
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Lugar de las raices

» El metodo del lugar de las raices, LDR, consiste en un
conjunto de reglas mediante las cuales se puede
determinar la posicion de los polos de la cadena cerrada,
cuando uno o varios parametros de la FDT del sistema,
en bucle abierto, varian desde -0 a +oo. Normalmente
este parametro suele ser la ganancia estatica, k.

» Tipos:

» Trazado directo k >0 e inverso k <0.

» Contorno de las raices.



Fundamentos

» Criterio del modulo y del argumento

Xs) +\ E6G) Y(s)
e " M) Ggs

Polos 1+G(s)H(s)=0

_ )
[ 1+G(s)H(s) Cadena  G(s)H(s)=-1
—— HE) cerrada |
G(s)H(s) =1
» Ejemplo arg(G(s)H(s) =7(29+1) q=0x1%2,...
Entrada Ganancia G Scope ds/// d, E \‘\\dz K ‘Sp + a‘ 1
TN ‘s + bHs +c‘
L ————— \//\'82 r:\ a » p p
f;; s;\-c s:-a s:—b K= ‘Sp +bHSp +C‘ _ d2 . d3
Un punto pertenece al LDR si: 55 +4) d,

arg(G(s)H(s))=a, —(B, + 3,)=18029+1) q=0+1+2,..——

Afortunadamente, el trazado del lugar de las raices no requiere de la busqueda
exhaustiva de puntos en el dominio complejo, sino que sigue una serie de reglas.



Reglas para el trazado directo del lugar de las raices (1/4)

» Regla |: Numero de ramas

» El numero de ramas del LDR es igual al nUmero de polos de la cadena
abierta.

» Regla 2: Puntos de inicio y final

» Cada rama del LDR comienza en un polo de la cadena abierta, para el
cual corresponde con k=0, y termina en un cero de la misma,
correspondiente a k=0, Si el numero de ceros es inferior al de polos,
existiran un numero de ceros en el infinito complejo igual a la diferencia
entre los polos y ceros en cadena abierta.

» Regla 3: Lugar de las raices que estan en el eje real

» Un punto situado sobre el eje real pertenecera al LDR, si el nimero de
polos y ceros contados desde la derecha hacia la izquierda, esto es,
desde los positivos reales hacia los negativos reales del dominio
complejo, es un numero impar de ellos.

» Regla 4: Simetria
» EILDR es simétrico respecto del eje real.




Ejemplo 10.1

» Trazado del LDR del siguiente sistema de control

LDR
1 : .
0at
06}
3 i i
M p+_ >I>—> 5+_ - |_| 0.4 |
5+ 02l :
Entrada Ganancia GpE Scape = k=inf k=M ;
g opee L T e -
3 o)
04t
R1: NUmero de ramas 1 oer
R2: k=0 s=-1 e
k=40 s=-3 T35 3 25 2 a5 o ©5 0 05
eje real

R3: Ramas en el gje real

Matlab
>>g=tf([1 3],[1 1]);
>>rlocus(Q)




Reglas para el trazado directo del lugar de las raices (2/4)

» Regla 5: Angulos de las asintéticas

» Las ramas del LDR que terminan en el infinito complejo son
asintoticas a rectas cuyos angulos con el eje real vienen dados por
la expresion:

(2q+1)-7z
n—m

9 =

a

qg=0+1%2,...

» Regla 6: Centroide de las asintotas

» Las asintotas, las provenientes de la anterior regla, cortan al eje
real en un punto situado a una distancia o, del origen, dado por:

_ X partesreales polos GH(s)—X partesrealescerosGH(s)
" n—-m




Ejemplo 10.2

» Calcular el LDR del equipo Peltier sometido a una
realimentacion unitaria.

0,045
’v‘w - >| : - >
(5+0. 0T)is+0.525)

Entrada GZanancia Gpig Scope
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uel :\—"-.-’\r‘«—T—:s 1.,/’[? S 5
Lo

R2 = uAT41

0

Amplificador de error FDT Peltier




Ejemplo 10.2

» Calcular el LDR del equipo Peltier sometido a una
realimentacion unitaria.

LDR
T

M

Entrada

>I>_. 0.045 o] 02
{0, 07is+0.525) 015t
Zanancia GpE Scope il
005
5 k=0 k= |
§° ) S _________
U% 005 -
R1: NUmero de ramas 2. wil
R2: k=0 s=-0.07.
k=0 s=-0.525. 1sp
R3: LDR en el eje real entre -0.07 y —0.525. 02 . . . . . . |
R4: Simetria respecto al eje real. oe me afrjal 02t 00
20+1
R: 9, = = )”:%,37”
Matlab
—0.07-0.525
R6:0, =—————=-02975 >>g=tf(0.045,poly([-.525,-.07]))
>>rltool(Qg)




Reglas para el trazado directo del lugar de las raices (3/4)

» Regla 7: Angulos de salida y de llegada para raices
complejas conjugadas

» Los angulos de salida/llegada de los polos/ceros complejos de

la cadena abierta forman una tangente a la correspondiente

rama del LDR respecto el eje real que habra de aplicar el
criterio del argumento:

arg(G(s)H(s))=(2q+1)r q=0+122,...

» Regla 9: Interseccion del LDR con el eje imaginario

» Los puntos de corte del LDR con el eje imaginario corresponden
a polos que hacen al sistema criticamente estable, lo que implica
la aparicion de una fila de ceros en la tabla de Routh.




Ejemplo 10.4.

» Determinar el LDR del siguiente sistema de control

o >D—> ° p |
{31+ 2054172 ;
Entradai Ganancia G Scoped )
1
H2{3 ]
10 WL heta3
i
= >
3
R1: N° de ramas 3 s
5=-2 Y3
R2: k=0 S=-1+j2 )
s=-1-j2 R7: Angulos de salida de los polos complejos de la cadena abierta:
R3: Ramas en el eje real
R4: Simetria con el eje real _(181 + 1, +,B3) - (Zq +1)'77 = f?
V4 2
=+—<>90° =arctg| —— |=63.43° = 26.56°
Rs;ga:M:Z,mi” 2, > B Q(Z_J A
3 3 3
1-1-2)— R9: Los polos para la ganancia critica seran de +j3.
R6:aa=z( L é 2 O=—§ -1.33 P P J )
5k (s +2) 26 1
Matlab M(s)= k =55

>>g=tf(5,poly([-1+i*2,-1-1*2]))

>>h=tf(10,[1 2])
>>rltool(g*h)

s® +4s? +9s+10+50k “ 50




Reglas para el trazado directo del lugar de las raices (4/4)

» Regla 8: Puntos de dispersion y confluencia

» Los puntos de dispersion y confluencia seran las raices de la
derivada de k respecto a s igualado a cero:

—Bls)|  |dk__B(s)Als)-B(s)A(s) _,
As) ds A%(s)

1+G(S)H(s) =B(s)+kAs)=0 = k=

» Para polinomios caracteristicos mayores al tercer orden un
método iterativo se plantea. La alternativa es la siguiente
ecuacion:

» Regla 10:Valor de k

1+kG(s)H(s)=0 k=




Ejemplo 10.3

» Calcular el LDR para la estructura de realimentacion indicada en la figura

adjunta.

JJL"'* (3+1i3+2)

Entrad c) i
ntrada anancia Gpiz)

1

(+3)
Hiz)

R1: NUmero de ramas 3
S=-1

R2: k=0 S=-2
S=-3

R3: Ramas en el eje real

R4: Simetria sobre el eje real.

(29-1)7 _ 7 b5z

_.‘—

Scope

L in ES o ) B o - %) w = w
T T T T J T T T T

1 1 1

049 (D) (02

R8:

(o4 +Wo, +2)+(0, +3)oy +2)+(0, +3)o, +1)=0

362 +(3+5+4)0, +(2+6+3)=0 = 302 +120, +11=0=>0=-1.42

3k(s+3
R9:M (5) = & 1652 £11526+3k La ganancia critica es de k=20

R5:9 = ===

3 373
R6:c, = —1=2=3_,
Matlab

>>g=tf(3,poly([-1,-2]))
>>h=tf(1,[1 3])
>>rltool(g*h)

R10: K — |s+]1|s;2||s+34

Lalganancia en el punto de dispersion de las raices sera: s=-1.42 — k=0.128




Formas basicas del LDR

» Sistemas de primer orden

08+
ep—>E—x - =
&+a
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o
a2k
s
s
s
i 35
L]
» Sistemas de segundo orden
M__.' 1 =|:| 0.4
_ a.s2+h gt nal
Entrada Ganancia Gpig Scope
024
RS
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1] e
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Adicion de polo a un sistema de segundo orden simple

I

Entrada

1
Ly
(s+a)s+b]
G .
danandcia GP(S:I SCDFIE
1
R .q—
=t
His)
H o
3 =
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0 ]
s
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‘ N

//
P
P
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~
N
N
-25 15 1 a5 0 05

Los polos de la CArepelen las ramas del LDR




Adicion de un ceros a un sistema de segundo orden simple

15 : . : . . 25
1 A
i S [
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i 1
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o e 4 I e
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Los ceros de la CA atraen las ramas del LDR




Practica de laboratorio

» Calcular el LDR del equipo Peltier sometido a una

realimentacion unitaria.

30(s+1/2 0045
J -y > (E+172) > pl]
(s41) (s+0.07)s+0525)
Step Modelo Peltier Scope

Fed adelanto de fase

V ™ “"‘— A=) ; == “)':' J e
‘ W, A RS
33k AR,
& = u” N/ 19y 13t
. 1/{ R1 3
& A% 2 a5
' Ve 33k 2" el T
&k | k,( ‘ ) B 2 B
Vs 5 |3 5
; : 33k u
e e Ro uardr H1ev
33k

IModela Peltier

Vs

e




Practica de laboratorio

;
B SISO Design for SISO Design Task o =0 |

File Edit View Designs Analysis Tools Window Help
R x o %3 |®QD N

Root Locus Editor for Open Loop 1 (OL1)

o

1.5 T T T T T T
F R
B LTI Viewer for SISO Design Task [E=RESE
1k - Eile Edit Window Help
0G| R & B
05 T Step Response
14 T T T T T T T T T
2
ém 1 - - 1.2 =
m — e — ek —_— e —_— . — -
=
T S A R B S
05kF 1 O R Tt e
_______ - 1--""-"r-"—""~"—"~"—""~"—~""—""—"°-"—"°"—/—°~"—° =
g 08f | | | -
:‘E 1 1 1
gL | = | | |
E 0E | \ \ ' N
| | |
| | |
15 I 1 1 1 I 1 0.4 ! ! ' 7
D14 Eio 1 08 08 04 02 0 | | I
Real Axiz | | I
02r , , , -
| | |
0 1 It I [ I I 1 1 I
0 1 2 3 4 5 L] Fi ] 9 10
Time (z&c)
LTI iewver Real-Time Update




Practica de laboratorio

J > > 30(s+1/2) > 0.045 > |:|
(s+1) (s+0.07)(s+0 525)
e Red adelanto de fase Modelo Peltier Seope
151+2s 0.045
U(s) T 1+s (s+0.07)fs+0.525) _ 1.35(s+0.5)
Ue(s) 1,951+2s 0.045 s® +1.59552 +1.985 +0.712
" 1+s (s+0.07)s+0.525)
u,(s) 1.35(s+0.5) 1.35(s+0.5) N 1.36

U,(5)  s°+15955° +1.985+0.712 (5+0.496)(s’ +1.15+1437)  s° +1.1s+1.437

Los polos son -0.55+j1.065. El sistema es sub-amortiguado, luego los valores de los puntos caracteristicos son:

Step Response

1.4

t,=957s t,=29 t =195 M =196% ..

T

| A

0.8~

Amplitude

0.6 -

04

0.2~

Time (sec)



Reglas para el trazado del lugar inverso

» En el trazado de las ramas del lugar inverso de las
raices la ganancia de la cadena abierta resulta negativa
y el criterio del argumento cambia |80°.

—o0<k<0
» El criterio del modulo se mantiene, pero varia el del
argumento. Las reglas que se modifican son las reglas

3,5y 7.
G(s)H(s) =1
(

arg( s)H(s))=360-q q=0+L%2,...



Reglas para el trazado inverso del lugar de las raices

» Regla 3: Comportamiento en el eje real

» Un punto situado sobre el eje real pertenecera al lugar inverso de
las raices, si el numero de polos y ceros contados desde la
derecha, esto es, desde los positivos reales hacia los negativos del
dominio complejo, es un numero par de ellos.

» Regla 5: Angulos de las asintéticas
_Q-2n

9 =" q=04142,...
Nn—m

» Regla 7: Angulos de salida y de llegada
arg(G(s)H(s))=q-2r  q=0+122,...




Sistemas de fase no minima

» Supongase una planta sobre-amortiguada modelada por Ziegler-Nichols
que se le dé una realimentacion unitaria:

A6 M > 22T »
(s+1/T)

Entrada Ganancia
I Gp(9 Scope

» La ganancia de la cadena abierta se aproximara por Pade a:

1—LS S—i T

G(s)H(s)=k 2 =k

[1+T2"5)(1+ sT) T(HTZJ(S#) _______ -

-2Td




Ejemplo 10.5

» En el trabajo de campo, los resultados del equipo de
practicas Peltier ante una entrada en escalon se
caracteriza por un modelo de Ziegler-Nichols de plantas
sobreamortiguadas. Las medidas realizadas dan un retardo
aproximado de 4s., el tiempo de establecimiento es de 45
segundos Yy tiene una ganancia estatica de [.22.
Determinar el trazado del lugar de las raices.

R2
AN,

R1

¥ 4 :
v R — h —
- ’ z \\‘?-JEhx ! uCP(_S_) 0.045 Uy con(s) :

Ri1
uel :-—f‘-‘.f-‘,‘,—ﬁ
= U1
R2

= uAT41

______________

(s +0.523] +007)

v o5 —~" B
B g

5

0

Amplificador de error FDT Peltier




Ejemplo 10.5

(1-2s).22 ~0.09(s—0.5)

o(8)= (L+2sY1+13.665)  (s+05)s+0.073)

R1: NUmero ramas =2

R2: k=0 s=-0.5
s=-0.073
k=« — s+0.5
R3: Ramas del eje real

0.8

06+

0.4+

02r

0f--

n2E

R4: Simetria
R5:.9, = 20U _ 340
2-1
R6: G, = O ‘S'OIS‘O'S o, =-1.0073 |
, _—0073-05 _
R7: No se aplica. 4= =-0.2865
R8: Punto de dispersion: 1 N 1 B 1
os+05 o0,+0073 o&°-05
1 N 1 _ 1 s
c+05 o+0.073 o-05 oc=1
1 1 1

+ =
c°c+05 o°+0.073 o,-05

L 1
-02 0

L
02

| 1
04 06

!
08

s -0.2865 | -0.258 -0.257
Oy
1 125|118 | 1.22 | 1.24 | 1.25
o, 9




Ejemplo 10.5

G.(s)= (L-2sp22  —-0.09s-0.5)
P (1+2s)1+1366s) (s+0.5)s+0.073)
R8: Punto de dispersion: 0

%%Symbolic toolbox
>>SYymSs S
>>k=(s+.5)*(s+.073)/(.09*(s-.5))
>>diff(k,s)
>>pretty(diff(k,s))
>>so0lve(diff(k,s))

08 L ! I L | 1 ! L L
-06 0.4 -02 0 02 04 06 08 1 1.2 14

R9: s2+(0.579-0.09K)s+0.0365+0.045Kk

s2 1 0.0365+0.045k
sl 0.579-0.09k « _0579_ .
s®  0.0365+0.045k 009

Los polos para la ganancia critica seran de +j0.57



Ejercicio 10.4

La figura muestra, de forma basica, un sistema de reconocimiento astronomico.
En ella se puede ver como este satélite esta formado por dos bloques (unidos
por conexiones no rigidas), siendo el mayor de estos bloques el que contiene el
sistema de comunicacion, propulsion y fuentes de alimentacion; mientras que el
otro bloque solo contiene sensores que deben estar aislados de las vibraciones
del primer bloque. Si la estructura metalica de conexion entre los bloques se
modelan por un resorte, K, y un rozamiento equivalente, B. Se pide:

1. Demostrar la FDT entre el giro del segundo
blogue respecto al par dado en el blogue

principal: 0,(s)  0.6(s+2.97)
T(s)  s?l(s+3)° +3°)

2. Si el sensor de posicion del blogue segundo y
el elemento de potencia tienen FDT unitaria,
dibujar el diagrama a bloques del sistema de
control realimentado.

3. Determinar el trazado directo del lugar de las
raices del sistema de control.

4.Y el trazado inverso.




Ejercicio 10.4

|. El conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que caracteriza la
dinamica de rotacion del satélite son:

T(t)=2,6,t)+K(6:(t)-6,(t) + Bl
K(6,(6)-0,(t)+ B6,(t)-6,(t)) = 9,6, ()

6,(s) K +sB 0.6(s +2.97)
=

s2(3,- 3,52 +B(3, + 3, )6+ K(3, +3,))  s2((s+3)F +3?)

Etapa de potencia

M . ;D—p 1

Sefnal de mando Compensador

0.6(s+2.97
(=+2.97) o]
ST R 3T

Angulo de 2° blogque

Flanta

Sensor




Ejercicio 10.4

R1: N° de ramas 4 1
R2: k=0 (0,0,-34j3) k= (-2.97) .
R3: Ramas en el eje real r /
R4: Simetria con el eje real

:(2q+1)7r:z 72_5_7[
3 373
_(-0-0-3-3)+2.97 _

R6:0, = -1
3

R5:6,

R7: Angulos de salida de los polos complejos de la cadena abierta: " s

a—(2B,+B,+B)=2q+1)r a=p, =+Z=90° B, =7z—arctg(§j=3—” B, ==
Vol 3) 4 2
R8: Hay el punto de dispersion de los polos dobles del origen y un punto de confluencia que se calculara
de manera numeérica:
20543 1 1 1
(0:+3f +32 (0:+0) (0:+0) (0.+297) -3.5 -4.44  -4.37

R9: D(s) =s* +65% +18s? +0.6ks +1.78k

Las condiciones de estabilidad son k>0, k<1.8 y k<180. Por tanto, resulta estable entre 0y 1.8



Ejercicio 10.4

R3: Ramas en el eje real

R5:0, =28 _o, 2% 2%
3 3" 3

R7: Angulos de salida de los polos complejos de la cadena abierta:

a_(zﬂl + 5, +,B3):2-77q B, 5_6%

>>g=tf(.6*[1 2.97],poly([0,0,-3-3*,-3+3*i]))
>>rltool(g)

maginary Axis




Examen (enero 2017)

Se ha introducido un sencillo control de velocidad manejado por el usuario para el Airwheel de la
figura. De manera simplificada, y en condiciones ideales sin pendiente y para un peso de usuario
medio, se ha obtenido un modelo del comportamiento del sistema control-vehiculo, tal y como
se refleja en el diagrama de bloques. Se ha modelado ademas el efecto que provoca la pendiente
del terreno sobre la respuesta en velocidad del sistema. Se desea estudiar el efecto de la ganancia
K de un controlador proporcional. Se pide:

I. Razonar mediante el uso del lugar de las raices el efecto que tendra la modificacion del valor
de K sobre el tiempo de establecimiento, la sobreoscilacion, el régimen permanente y la
estabilidad. ;Cual es el valor maximo admisible de K para que el sistema sea estable? NOTA:
Para obtener el punto de dispersion calcular y obtener la ecuacién correspondiente sin

resolverla
Pendiente [ ——
Pis) S
-5
=+1
Cortmil P Ftm-rmarmato Comtml-vehicwo
‘et 4+ W 50 02 Vs
> —>
K s+10 i+ s+5 _.:l-
Tacometm
I"-.-"'a ED

=+ 20




Examen (enero 2017)

Luego hay cuatro ramas. las cuales terminan todas en infinito.
180(2q+1) _

Las asintotas: 6, = — ~— = 45,135,-45y — 135
Centroide: g, = 020 2)2 D) 85

4
Angulo de salida de los polos complejos:

1 1
ay=0— a_,_j—a_yg—a_,+180(2q +1) = —90 — atang — atan—+ 180 = 80

La K critica y el punto de corte con el eje imaginario lo obtenemos por Routh:
P(s) =1+ KG(s)H(s) = s* + 34s% + 32552 + 9505 + 1000 + K, p

18

o 1 325 1000 + Ky,
s3 34 950

SZ m 1000 + Kldr

N n

So 1000 + Kldr
m = 297.05

n = 297:950-34(1000+Kiar)
- 297

columna es positiva: D(s) = 297s? + 8298 = 0 = s = +5.28j

dK d
Wr — ——(s* + 34s® + 32552 + 950s + 1000) = 0
ds ds

(453 + 1025% + 6505 + 950) =0 = s = —16.5 , — 6.86,

= 0 = Kigy = 7298y dado que K;g, = 200K laK criticaes " = 36
Si hacemos uso del polinomio auxiliar. obtenemos el corte con el eje imaginario dado que toda la
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